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Abstract
A graph G is called an (a, d)-edge-antimagic total labeling if there exist a
one-to-one mapping f : f(V ) = {1, 2, 3, ..., p} → f(E) = {1, 2, . . . , p + q}
such that the edge-weights, w(uv) = f(u) + f(v) + f(uv), uv ∈ E(G), form
an arithmetic progression {a, a+d, a+2d, . . . , a+(q−1)d}, where a > 0 and
d ≥ 0 are two fixed integers, form an arithmetic sequence with first term
a and common difference d. Such a graph G is called super if the smallest
possible labels appear on the vertices. In this paper we recite super (a, d)-
edge-antimagic total labelling of connected Dragon Fruit Graph. The result
shows that Dragon Fruit Graph have a super edge antimagic total labeling
for d ∈ 0, 1, 2.
Key Words : (a, d)-edge-antimagic total labeling, super (a, d)-edge-antimagic
total labeling, Dragon Fruit Graph..
Pendahuluan
Matematika merupakan salah satu disiplin ilmu yang mendasari dari ilmu penge-
tahuan yang lain. Sebagian besar masalah kehidupan sehari-hari dapat di ab-
straksikan sebagai masalah yang berkaitan dengan himpunan benda-benda dan
relasi pada benda-benda tersebut yang tentunya terkait dengan teorema yang
terkandung dalam matematika. Matematika terdiri dari beberapa cabang ilmu,
suatu pembelajaran tentang aplikasi dari Matematika Diskrit yang terkenal yaitu
teori graf. Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya
adalah pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic (SEATL), dimana a bobot sisi
terkecil dan d nilai beda. Untuk lebih detail memahami tentang graf terdapat
di [2],[9],[12],[17].
Dalam artikel ini akan dibahas mengenai salah satu topik dalam teori graf
yakni pelabelan graf. Pelabelan graf G adalah sebuah pemetaan dari elemen-
elemen graf G (V(G);E(G))terhadap bilangan bulat positif. Jika domainnya
adalah himpunan titik Gmaka pelabelannya disebut pelabelan titik (vertex label-
ing), sedangkan apabila domainnya adalah himpunan sisi G maka pelabelannya
disebut pelabelan sisi (edge labeling). Jika domainnya adalah kedua himpunan
tersebut maka pelabelannya disebut pelabelan total (total labeling). Untuk lebih
detail mengenai definisi dari pelabelan graf dapat ditemukan di [8],[11], and [14].
Pelabelan dikenalkan oleh Simanjuntak at al. di [15], Selanjutnya pela-
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belan magic diperkenalkan oleh Kotzig dan Rosa [1]. Terdapat banyak jenis pela-
belan salah satunya adalah pelabelan titik, pelabelan sisi. Dafik di [3, 4, 5, 6, 7]
menemukan beberapa labelan graf, antara lain pelabelan total super (a,d)-sisi-
antimagic pada graf mKn,n,n. S. Arumugam dan M. Nalliah [16], mempub-
likasikan Super(a,d)-edge antimagic total labelings of friendship graphs. Dalam
artikel ini akan dibahas mengenai pelabelan total super (a, d)-sisi-antimagic pada
graf buah naga.
Lemma yang digunakan
Kita menemukan hasil penelitian sebuah graf agar termasuk dalam pelabelan
total super (a,d)-sisi antimagic menggunakan beberapa lemma. Yang pertama
ialah kita menentukan batas atas d yang mungkin. Lemma yang pertama ini,
terdapat di [10].
3 Lemma 1 Jika sebuah graf (p, q) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic maka d ≤ 2p+q−5
q−1
Bukti Misalkan graf (p, q) mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
dengan f(V ) = {1, 2, 3, ..., p} dan f(E) = {p + 1, p + 2, ..., p + q} dan pemetaan
f : V (G)∪E(G) → {1, 2, ..., p+q}. Nilai minimum yang mungkin dari bobot sisi
terkecil adalah dengan menjumlahkan dua label titik terkecil (1 dan 2) dengan
satu label sisi terkecil (p + 1), sehingga diperoleh:
1 + (p + 1) + 2 = p + 4. Jika himpunan bobot sisi sebuah graf adalah {a, a +
d, a + 2d, ..., a + (q − 1)d} dimana a merupakan bobot sisi terkecil, maka dapat
ditulis p+4 ≤ a. Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin
dari bobot sisi terbesar adalah dengan menjumlahkan dua label titik terbesar
((p − 1) dan p) dengan satu label sisi terbesar (p + q), sehingga diperoleh (p −
1) + (p+ q) + p = 3p+ q − 1. Dari sifat bobot SEATL yang menyatakan bahwa
a+ (q − 1)d adalah suku terbesar, maka diperoleh:
⇔ a+ (q − 1)d ≤ 3p+ q − 1
⇔ (p + 4) + (q − 1)d ≤ 3p+ q − 1
⇔ d ≤
3p+ q − 1− (p+ 4)
q − 1
⇔ d ≤
2p+ q − 5
q − 1
2
Lemma yang kedua yang ditemukan oleh Figueroa-Centeno di [13],
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3 Lemma 2 Sebuah (p, q)-graf G adalah super sisi ajaib jika dan hanya jika
fungsi bijektif f : V (G)→ {1, 2, . . . , p} sedemikian hingga himpunan S = {f(u)+
f(v) : uv ∈ E(G)} terdiri dari bilangan bulat q berturut-turut.
Lemma ketiga menggunakan lemma milik Martin Baca di [?].
3 Lemma 3 Misalkan Gs untuk s = 1, 2, . . . ,m adalah graf dengan jumlah titik
p dan jumlah sisi q dan memiliki pelabelan super (a, 1)-EAT. Maka, gabungan
saling lepas dari ∪ms=1Gs juga memiliki super (b, 1)-EAT.
Bukti. Misalkan Gs, s = 1, 2, . . . ,m adalah sebuah graf yang memiliki p
titik dan q sisi. Perlu diketahui bahwa Gi tidak harus isomofis dengan Gj untuk
i = j. Misalkan untuk setiap Gs, s = 1, 2, . . . ,m memiliki sebuah pelabelan
super (a, 1)-EAT berdasarkan fs, sedemikian hingga:
fs = V (Gs)→ {1, 2, . . . , p}
= E(Gs)→ {p+ 1, p + 2, . . . , p+ q}
dan {fs(u) + fs(v) + fs(uv);uv ∈ E(Gs)} = {a, a + 1, . . . , a+ q − 1}




m[(f1)s(x)− 1] + s, jika x ∈ V (Gs)
m(f1)s(x) + 1− s, jika x ∈ E(Gs)
Bobot total dari gabungan ∪ms=1Gs adalah {f(u) + f(v) + f(uv) : uv ∈
E(∪ms=1Gs)} sama dengan {m(a− 2) + 2,m(a− 2) + 3, . . . ,m(a+ q − 2) + 1}.
Hasil Penelitian
Dalam hal ini akan disajikan hasil penelitian terkait dengan pelabelan total super
(a, d)-sisi antimagic pada graf buah naga Dfm,n. Jika Dfm,n memiliki pelablen
total super (a, d)-sisi antimagic untuk p = 4n + 2nm and q = 6n + 3nm − 1,
berdasarkan lemma 1 batas atas nilai d adalah d ≤ 2 atau d ∈ {0, 1, 2}. Lemma
4 adalah lemma yang berkaitan dengan pelabelan titik (a, 1)-sisi Antimagic pada
6n + 3nm− 1
3 Lemma 4 Ada pelabelan titik (n+32 +1, 1)-sisi antimagic pada graf buah naga
Dfm,n m ≥ 2, m genap dan n ≥ 1, n ganjil.
Bukti. Labeli titik graf buah naga Dfm,n dengan fungsi bijektif f1 yang didefin-
isikan sebagai pelabelan f1 : V (Dfm,n)→ {1, 2, . . . , 4n + 2mn} maka pelabelan
f1 dapat dituliskan sebagai berikut:




2 ,untuk i ganjil
n+i+1













2 ,untuk i genap dan
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
n(2k−3)+i
2 ,untuk i ganjil dan
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
n(2m+2)+i














2 ,untuk i genap dan 1 ≤ j ≤ m
n(2m+2j+5)+i




2 ,untuk i ganjil
n(4m+7)+i+1
2 ,untuk i genap
Jika wf1 didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik f1 maka fungsi bi-
jektif Dfm,n dapat ditentukan melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep
barisan aritmatika sebagai berikut:
w1f1(xixi+1) =
n+3+2i
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n− 1
w2f1(xiyi,k) =
n+2kn+2i+1





2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
w4f1(xiyi,k) =
n(2m+3)+2i+1























) = n(4m+9)−i+22 ,untuk i ganjil
w10f1 (ziyi,k) =
n(4m+2k+7)+2i+1





2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
w12f1 (ziyi,k) =
n(6m+9)+2i+1










2 , v i genap, k =
m+4
2
Rumusan tersebut membentuk himpunan ∪14t=1w
t
f1
= {n+32 + 1,
n+3
2 +
2, n+32 +3, . . . ,
n(6m+13)+1
2 }. Sehingga, dapat disimpulkan bahwa f1 adalah suatu
pelabelan titik (n+32 + 1, 1). 2
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3 Teorema 0.1 Ada pelabelan total super (n(10m+21)+32 , 0)-sisi antimagic dan
(4mn+9n+72 , 2)-sisi antimagic pada graf buah naga Dfm,n m ≥ 2, m genap dan
n ≥ 1, n ganjil.
Bukti. Gunakan pelabelan titik f1 untuk melabeli titik graf buah naga
Dfm,n, kemudian definisikan label sisi f2 : E(Dfm,n) → {2mn + 4n + 1, 2mn +
4n + 2, . . . , 5mn + 10n − 1}, sehingga label sisi f2 untuk pelabelan total super
(a, 0)-sisi antimagic pada graf Dfm,n dapat dirumuskan sebagai berikut:
f2(ziyi,k) =
n(4m+8)+i





2 , untuk i ganjil, k =
m+4
2
f2(ziyi,k) = n(2m+ 6)− i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n, k =
m+2
2
f2(ziyi,k) = n(3m− k + 9)− i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2












) = n(6m+13)+i+12 , untuk i genap
f2(xixi,j) = n(4m− j + 8)− i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m
f2(xiyi,k) =
n(8m+14)+i





2 , untuk i ganjil, k =
m+4
2
f2(xiyi,k) = n(4m+ 9)− i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n, k =
m+2
2
f2(xiyi,k) = n(5m− k + 12)− i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
f2(xiyi,k) = n(5m− k + 10)− i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤
m
2
f2(xixi+1) = n(5m+ 10) − i,untuk 1 ≤ i ≤ n− 1
Jika Wf2 didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total graf buah naga
berdasarkan penjumlahan bobot sisi dengan label sisinya makaWf2 dapat diper-
oleh dengan merumuskan jumlah bobot sisi EAVL wf1 dan rumus label sisi f2
dengan syarat batas i, j, k yang bersesuaian, sehingga himpunan bobot sisi un-







2 , . . . ,
n(10m+21)+3
2 }.
Dapat disimpulkan bahwa graf buah naga Dfm,n mempunyai pelabelan total
super(a, d)-sisi antimagic dengan a = n(10m+21)+32 dan d = 0, dengan kata lain
graf buah naga Dfm,n mempunyai pelabelan total super (
n(10m+21)+3
2 , 0)-sisi an-
timagic.
Jika f2(z) adalah label sisi Dfm,n untuk d = 0 maka berdasarkan urutan
peletakkan label sisi yang ditetapkan pada letak bobot sisi EAVL, maka f3(z)
dapat dirumuskan sebagai label sisi Dfm,n untuk d = 2. Misalkan f3 adalah
label sisi untuk d = 2, maka berdasarkan rumusan di atas untuk label sisi d = 2
diperoleh hasil sebagai berikut:
Agnes Ika N., et.al: Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic . . . 44
f3(xixi+1) =
n(4m+8)+2i
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n− 1
f3(xiyi,k) =
n(4m+2k+8)+2i−2





2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
f3(xiyi,k) =
n(6m+10)+2i−2

























) = n(8m+16)−i−12 ,untuk i ganjil
f3(ziyi,k) =
n(8m+2k+14)+2i−2





2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
f3(ziyi,k) =
n(10m+16)−2i−2










2 ,untuk i genap, k =
m+4
2
JikaWf3 didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total berdasarkan pela-
belan f3 maka rumus label sisi f3 dengan syarat batas i, j, dan k yang bersesuaian
dan dapat dirumuskan sebagai berikut:
W 1f3(xiyi,k) =
n(4m+9)+4i+3
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n− 1
W 2f3(xiyi,k) =
n(4m+2k+9)+4i−1





2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
W 4f3(xiyi,k) =
n(8m+13)+4i−1























) = n(12m+21)−2i+12 ,untuk i ganjil
W 10f3 (ziyi,k) =
n(12m+4k+21)+4i−1
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤
m
2
W 11f3 (ziyi,k) =
n(12m+4k+13)+4i−1
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
W 12f3 (ziyi,k) =
n(16m+25)+4i−1
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n, k =
m+2
2
W 13f3 (ziyi,k) =
n(16m+31)−2i+3
2 ,untuk i ganjil, k =
m+4
2
W 14f3 (ziyi,k) =
n(16m+33)−2i+3
2 ,untuk i genap, k =
m+4
2










2 , . . . ,
n(16m+33)−1
2 } sehingga dapat ditentukan bobot sisi
terbesar dengan mensubstitusikan nilai awal a = n(4m+9)+72 dan nilai b = 2 ke
persamaan Un = a+(n−1)b =
n(4m+9)+7
2 +(3mn+6n−1−1)2 dan didapatkan
Un =
n(16m+33)−1
2 . Sehingga dapat disimpulkan bahwa graf buah naga Dfm,n
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mempunyai super (n(4m+9)+72 , 2)- EAT; m ≥ 2 dan n ≥ 1. Berdasarkan kedua
pembuktian di atas maka dapat disimpulkan bahwa ada pelabelan total super
(n(10m+21)+32 , 0)-sisi antimagic dan (
n(4m+9)+7
2 ,
2)-sisi antimagic pada graf buah naga Dfm,n m ≥ 2, m genap dan n ≥ 1, n
ganjil. 2
3 Teorema 0.2 Ada pelabelan total super (7mn+15n+52 , 1)-sisi antimagic pada
graf buah naga Dfm,n m ≥ 2, m genap dan n ≥ 1, n ganjil.
Bukti.0.2a. Labeli titik graf Buah naga Dfm,n dengan f4(xixi,j) =









), maka label sisi f4 untuk pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada
graf Dfm,n dapat dirumuskan sebagai berikut:
f4(xixi,j) =
n(3m+2j+6)+2i
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+2










) = n(5m+10)−i+12 ,untuk i ganjil
f4(ziyi,k) =
n(5m+2k+8)+2i





2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
f4(ziyi,k) =
n(7m+10)+2i















2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n− 1
f4(xiyi,k) =
n(7m+2k+14)+2i−2





2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
f4(xiyi,k) =
n(9m+16)+2i−i















2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤
m
2
Jika Wf4 didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total berdasarkan
pelabelan f4, makaWf4 dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi
EAVL wf1 = wf4 dan rumus label sisi f4 dengan syarat batas i yang bersesuaian.
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) = n(9m+19)−2i+32 ,untuk i ganjil
W 4f4(ziyi,k) =
n(9m+4k+15)+4i+1





2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
W 6f4(ziyi,k) =
n(13m+19)+4i+1















2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n− 1
W 10f4 (xiyi,k) =
n(7m+4k+15)+4i−1
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤
m
2
W 11f4 (xiyi,k) =
n(7m+4k+7)+4i−1
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n,
m+6
2 ≤ k ≤ m+ 2
W 12f4 (xiyi,k) =
n(11m+19)+4i−1
2 ,untuk 1 ≤ i ≤ n, k =
m+2
2
W 13f4 (xiyi,k) =
n(11m+25)−2i+3
2 ,untuk i ganjil, k =
m+4
2
W 14f4 (xiyi,k) =
n(11m+27)−2i+3
2 ,untuk i genap, k =
m+4
2
W 15f4 (xixi,j) =
n(11m+4j+23)+4i−1
2 , for 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤
m
2
Jika nilai tiap batas rumusan bobot definisi Wf4 disubstitusikan dengan
tepat, maka akan diperoleh rangkaian bilangan yang membentuk deret arit-
matika dengan suku awal n(7m+15)+52 . Beda setiap rangkaian tersebut adalah






. . . ,
n(13m+27)+1
2 }. Sehingga dapat disimpulkan bahwa graf buah naga Dfm,n
mempunyai super (n(7m+15)+52 , 1)- EAT; m ≥ 2, m genap dan n ≥ 1, n ganjil.
Berikut diberikan bukti alternatif untuk membuktikan bahwa graf buah
nagaDfm,n mempunyai Super (
n(7m+15)+5
2 , 1)-EAT. Untuk mengetahui bagaimana
pelabelan (a, 1)-sisi antimagic untuk graf buah nagaDfm,n peneliti menggunakan
sebuah lema. Lema yang digunakan penulis adalah lema yang dikembangkan
oleh Dafik, Adawiyah (2014) dengan beda 1 dari sebuah permutasi Π(Ψ) dan
himpunan bilangan berurutan Ψ. Lema yang digunakan adalah sebagai
3 Lemma 5 Misalkan Ψ merupakan sebuah himpunan bilangan berurutan Ψ =
{c, c+1, c+2, . . . , c+k}, dengan k genap. Maka terdapat sebuah permutasi Π(Ψ)
dari anggota-anggota himpunan Ψ sehingga Ψ + Π(Ψ) juga merupakan sebuah





. . . , 2c+ 3k2 }.
Misal Ψ adalah suatu himpunan bilangan berurutan Ψ = {vi|vi = c + (i −
1), 1 ≤ i ≤ k+1} dan k adalah genap. Selanjutnya didefinisikan nilai permutasi
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Π(Ψ) = {wi|1 ≤ i ≤ k + 1} dari anggota Ψ adalah sebagai berikut:
wi =
{
c+ i+ k2 − 1, jika 1 ≤ i ≤
k
2 + 1
c+ i− (k2 + 2), jika
k
2 + 2 ≤ i ≤ k + 1
untuk membuktikan lema 5, langkah pertama yang harus dilakukan adalah
mensubstitusikan nilai i sesuai batasan yang diberikan maka akan diperoleh wi
sebagai berikut:
Untuk 1 ≤ i ≤ k2 + 1 maka akan diperoleh hasil: untuk i = 1, maka
w1 = c+
k
2 ; untuk i = 2, maka w2 = c+
k
2 +1; untuk i =
k
2 , maka w k
2
= c+k−1;
. . .; untuk i = k2 +1, maka w k
2
+1 = c+k. Sedangkan untuk nilai
k
2 +2 ≤ i ≤ k+1
diperoleh hasil: untuk i = k2 + 2, maka w k
2
+2 = c; untuk i =
k
2 + 3, maka
w4 = c + 1; . . .; untuk i = k, maka wk = c +
k
2 − 2; untuk i = k + 1, maka
wk+1 = c+
k
2 − 1. Jika C dinyatakan dalam himpunan vi dan Π(Ψ) dinyatakan
dalam himpunan wi seperti telah disampaikan sebelumnya, maka akan diperoleh:
Ψ + Π(Ψ) = {vi + wi|1 ≤ i ≤ k + 1}
Selanjutnya, sebagai alternatif pembuktian dari teorema 0.2, peneliti akan
menggunakan lema 5 yang telah dijelaskan sebelumnya.
Bukti.0.2b. Berdasarkan lema 4 bahwa graf buah naga memiliki pela-
belan (n+32 +1, 1)-EAV.Hal ini berarti graf Dfm,n memiliki himpunan bobot sisi
berdasar-







. . . ,
n(6m+13)+1
2 }, dengan kata lain graf Dfm,n memiliki barisan bobot sisi dengan
nilai awal a = n+32 + 1 dan beda tiap sukunya adalah 1.
Jika dimisalkan barisan bobot sisi Dfm,n dinyatakan dalam Υ = {c, c +
1, c + 2, . . . , c + k} maka diperoleh nilai c = n+32 + 1 dan k = 3mn + 6n − 2.
Berdasarkan lema 5, Π(Υ) adalah permutasi nilai Υ sedemikian hingga nilai
Υ + (Π(Υ) + η) adalah bobot total dari fungsi tersebut.
Υ + (Π(Υ) + η) = a
c+ (c+ 1 +
k
2
− 1) + η =
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Jika i = 1,c = n+32 + 1, dan k = 3mn + 6n − 2 disubstitusikan diperoleh
Υ+(Π(Υ)+η) = (n(7m+15)+52 ). Sehingga terbukti bahwa grap buah naga Dfm,n
mempunyai pelabelan super (n(7m+15)+52 )-sisi-antimagic untuk m ≥ 2, m genap
dan n ≥ 1, n ganjil. 2
Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian, dapat disimpulkan bahwa: Ada pelabelan total
super(a,d)-sisi antimagic pada graf buah naga Dfm,n untuk m ≥ 2, m genap
dan n ≥ 1, n ganjil.
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